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E eve de dimfinien>1

(e,-&,) BONde E,ue £(E), A= (g ;) =[ul,, = V(i j).a ; =(e |u(e))

trA=Zn:(ei lu(e)y detA=[u(e)...u(e,)] si (e) directe

I. Adjonction

ueL(E) v e £(E) tq: V(X,Y) € E?, (W(X)| y) =(x|v(Y)), v est I'adjoint de u, noté u*

ue £(E), (e) BONde E. W e £(E), v=u*<[v],, = '[u],

o symétrique si u*=u .
u e £(E) est auto-adjoint ) o ) , cela se retrouve dans les matrices en BON
antisymétrique siu*=-u

tru*=tru, detu*=detu, y,. = y,, rgu*=rgu I ||u(x)||2 =U(X) [u(x)) = (x| u*eu(x))

U U* est un anti-isomorphisme d'algeébre involutif : (UoV)*=Vv*ou*

n(n+1) - n(n-1)

S(E)={ue £(E)/u*=u}et A(E) ={u € £(E) / u*=—u} sont des sev de £(E), de dim >

u+u* u-u*
u= +

: o = 2(E)=S(E)DAGE)

En dim finie u € £(E) keru*=(Imu)*, et Imu*=(keru)*

F sevde E F stable par u < F* stable paru*

I1. Projecteurs et endomorphismes orthogonaux

peL(E) p projorth< p°=petp*=p A mat de proj orth<> A*> = Aet 'A=A

p

ueL(E)tq fuf|<1 u =1(|o|E +o+UPH 22 7 proj L sur ker(u—1d.) p/r Im(u—Id.)
p

E evededimn>1,ue £(E) UeO(E) < u*au=I1d. (euocu*=Id. <uinvetu™ =u*)
(*(N) — (*(N
{ (N) (N) est une isométrie linéaire en espace préhilbertien non bijective
(Xn)n = (0’ Xl’ X2"')

III. Endomorphismes symétriques

ue S(E) < 3(e) BON, [u], est symétrique <> V(e) BON, [u] ., est symétrique

Si A et u sont deux vp réelles de u € S(E) différentes, E, =ker(u—A4ld;) L E, =ker(u—uld;)

Théoreme spectral : u € £(E) U*=uU < Il existe une BON de vp de u

Rec dim2:y,.. dim >3:3sevstablededim1ou2+T
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u e S(E) = E somme directe orth. des espa. propres de u keru® =keru, F sev stable=u,. diag...

Aear, (R)  Asymétrique < A orthogonalement semblable a une matrice diagonale

FAUXsur@IZn((C)'[l iT—[O OJ (surC A*—tz\)
i 1) oo T

PS can. de 91, (R) : (A|B)=) &b, =tr(‘AB) Yal= > A

AeSpec A

A9 (R)= 'AA et A'A orth. semblables

Compléments
ue£(E). u*=-u< VvxeE, (u(x)|x)=0, et dans ce cas, IBON (e) de E

tq [u] T A (0 _a"J rgu est pai
qul, = ‘ avec A = = est pair
© A a 0

0

u e £(E) est normal lorsque U*oU =uUou™* (ce n'est pas un ev)

U symétrique, antisymétrique, orthogonal... = U normal
ﬂl .
. b
u e £(E) normal= 3(e) BON de E tq [u],, = & VA =( ' a'J (u=v-+Ww (sym/asym)+sev stables)
A
'AA=A'A A* = A° = A? = A(DDN sur X *(X —1), autoadjoint = A proj sur ker A—1 p/r ker A)

IV. Positivité
(E,(])) R—eve de dim finien>1

u € S(E) est positif lorsque, pour tout x € E, (u(x) | x) >0

ueS(E) @, (X, y) = (u(x)| y) est bilinéaire symétrique. U positif <> ¢, symétrique positive

On a alors I'inégalité de Schwarz : V(X,y) € E?, (u(x) | y)* < u(x) | x)u(y) | y)
= )| xy=0=u(x)=0 u sym pos = keru ={x e E /(x| u(x)) =0}

u € S(E) est défini positif si : VX € E\{0}, (u(x)|x)>0 @, est alors un produit scalaire
On note : S*(E) ={u € S(E) / u positif} S (E) ={u € S(E) / u défini positif}

AeS (R)  Apositive < f, positive dans R" can <> VX e R", ‘XAX >0

A définie positive < f, définie positive dans R" can<> VX e R", 'XAX >0

S*(E) et S (E) sont des cones convexes : VA, i € KZ,V(U,V) eS”?, u+uveSt
VA, e R;:z,V(u,V) eS™ A+uveS

Xin

() )
est symétrique définie positive =| (X, +...+t"x )*dt
(1+i+j1j Y : P [Z .[0(0 ) j

iy 1+ ]
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| My e £(E) = u*ol est sym. pos. et rgu*ol =rguou* =rgu (Cu*ou(x) | x) = Ju()|[’, ker...

Identités fondamentales : u € S(E) de spectre (réel) (4,...4,), (¢;) BON de E tq u(e;) = A¢,

=Y xe, WRI0=Y A% U =A%

ueS(E) u positif < VA e Spec(u), 1 >0 u défini positif < VA e Spec(u), 4 >0

ABeS (R)=0<trAB<trAtrB (matrices orthogonales, permutation dans trace)

Note : la trace permet des permutations circulaires

(H)

=AcS (R),IBeS (R),B>=A (red. en BON diag>0, \/ﬂ_,l, uni:;[A,B] =0,esp. propres stables)
Décomposition polaire : Ae GL, (R),3(0,S) € O, (R) xS, ", A=0S (S =racine def, de ‘AA)

ue £(E) [lull|=supu)|l, = sup [<u(x)|y)l (s, y=u(x)/|u(x)]...
[x<t X<, Iyl

ueS(E) |||u||| =sup [ (u(X)| xy|= ,max | A|= p(u) rayon spectral de u
= <Spec(s

e (B) = [Jull = /pu*eu) Jull = 1o

ueS"(E) maxu(x)|x)= max A=max|u(x)| min(u(x)[x)= min A=min|u(x)| (diagen BON)
[[X|I=1 AeSpec(u) X< \HxH:l AeSpec(u) [[x]=1
vrai poKr S(E) vrai pour S(E)

Min-max/Courans-Fisher : u € S(E) de spectre 4, <...< 4, pe 1n ,§, ={sevdeE de dim p}

Vpe Ln 4, = anelg? Xegn((%(mF(u(x) | X) (double ineg, identités, F nvect(e,...,)...

ueu*||<1, VA eSpec(uou*),0<A<1, [[A=1,ucu* sym)

ueL(E), [Juf| <let |detul=1=uecOE) (
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