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Chap 24 : Calcul différentiel

Préliminaire : Comparaison de fonctions a valeur dans un evn
(X,d) espace métrique, Ac X, ac A, (E.| |) evn.

fel<Mllg(]
fool<elgl

f,ged(AE) —-f=0,(9)<=3UeD(a),dr>0,VxeUNA,
-f=0,(9) ©Ve>0,3U, €eV(a), VxeU, NA,
~f~.(9)= f-g=0,(0)

@ est une propriété locale lorsque : Vf,g: A— E, (3U €0(a), f,,a = 9u-a) = (@(F) = 2(9))

I. Différentiabilité
(E.| ||L) et (F.| ||.) evn sur R ou C. Q ouvert de E, a e Q

f :QQ > F est différentiable en a s'il existe p € £ (E,F) tq :
vxeQ, f(x)=f(a)+p(x—a)+|x—a]e(x) ou lime(x) =0

< f(a+h)=f(a)+e(h)+o,(h) C'est une propriété locale

f est différentiable sur Q2 si elle I'est en tout point de QQ

f constante = f diff sur 2, avec ¢ =0 f lindaire=> =T f diffena=C°ena

S'il existe @ € £ (E,F) tel que f (a+h) = f (a) + ¢(h) +0,(h), il est unique et est noté df,

acl intervallede R, f :1 - E evn. f dérivable ena < f différentiable en a

R) — R
a>1= x> |x| estdiff. en 0 de diff. nulle f o (R) = %, (R) diff en A de diff H > AH + HA
A > A2
| o n'est pas diff. en 0 (E.(])) phréel= x> ||x||§ diff en a € E de diff. h+— 2(a|h) °
f :ExF — G bilin. = f diff en (a,b) de diff. (h,k) > f(a,k)+ f(h,b)

Sif etg sontdiffena, Af + ug est diff en a de diff df, +dg,

Q—->Fx.xF, )
diffenaeQ ssif,...f  sont diff en a, et dans ce cas df, (h) = (df , (h),....df ,(h))
X (f,.(X),..., T (X)) P P
f:Q—>Q'ouvertdeF,g:Q'>G,acQ, b= f(a)eQ’, f diff en a de diff ¢, g diff en b de diff
= go f estdiff ena de diff wogp d(go f), =dg, odf,

: : > 2 . L di(h)

f:Q >R, diffenacQ= f2diffena, d(f )a.h|—>2f(a)dfa(h)d(\/f_)a.hHm

a

(E.(|)) eph réel,ac E\{0}} | |, estdiffena de diffh|—><i

a1,

)

Régle de lachaine: y: 1 — E arc dérivableent; €|, avec y(t,) € Q), f :QQ - F diffena

= f oy estdérivable ent, de dérivée df  ,(y'(t,))
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II. Dérivée selon un vecteur, dérivée partielle
Qouvertdel'evnE,acQ,f :E —>F evn

u e E. f possede une dérivée directionnelle selon le vecteur u lorsque 7 :t— f(a-+tu)
est définie au voisinage de 0 et posséde une dérivée en 0

f diffena=YueE,f possede une dérivée selon u, égale a df, (u)

2
RECIPROQUE FAUSSE x,y)— 4X L 5
X' +y

E et F de dim finie. (bj...g) basedeF. (e) =(g,...e,) base de E.

p . p .
f=>fh. fdiffenacles(f)lesont, VheE,df, (h)=> df,(h)b (vraipour| | +normesequiv)
i i=l

f possede des dérivées partielles selon (e) lorsque : Vie 1,n ,f possede une dérivée de direction €,

f diff ena=> f possede des dérivées partielles df, (e,) RECIPROQUE FAUSSE

) of .
A base (e) fixée, on note —(a) =1lim
8Xi tt;’é)

I (a+tei[) — @ si elle existe.

. f(a,...a +t,...,a)-f(a,..,a
Pour E =R", on utilise |a base canonique:?(a)zltlrg (@8 +t, ,t )= (@ 3))
X —
1 t=0

i=1

Lorsqu'elle existe, la différentielle est : Zhi e > Zhi (;i(a)
= Xi

E=R",F=R?,G=R" QouvertdeR",aeQ, f: Q>R f =(f,...f,) (composantes de f)

of. of.
L@ - Ll
. : o : of; ! %
Sif est diff en @, sa matrice jacobienneenaest:J, (a)= 8_(a) = ;
Xi of of
J Py .. P
L axl(a) axn(a)

Sin=p, le jacobiende f est DJ, (a) =det(J, (a))

J; (a) est la matrice de df, dans la base canonique

Sif est bij d'inverse diff, ¥x, f o f *(x) =x, df , odf 7, = 1d et J (a)J . (b) =1,

. oy, OX; ox 1
= f J. =| =L J = —1, —

Si (Yp¥n) = FO6X0), I (axj lj, . (ayj lj MAIS ayj ¢%
oX

Composition : (Y,...y,) e R”, (z,...2,) e R?, g : R? — R" défini au vois. de b = f (a) et diff en b

: . o(go ) °.og; ,, . of,
Pourie 1,9 ,je Ln,——=(a)=) —(b)—(a)
OX; kz=1:a)’k X
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I11. Applications de classe C1

E, F evn quelconques

Q- (s ER) D

am df,

f: Q) — F estde classe @ lorsue : f est différentiable sur Q et df { est continue

E de dim finie, de base (g,...¢,), f diffen (0. f est e <=Vie Ln, % est C° sur Q

QeR",f:Q>RP. f estc surQ< f posséde des DP continues sur Q

=) d(A> AY), (H)=—A"HA™
OX;

d(det),(H) =tr(AH) (dvt comatrice,

Q ouvertde R", (f,),(u,) € €*(Q,R?)"

. of
Si (f,) CVSversf et, VK < Q compact, Vie 1n , (a—"J CVUvers g, surK, f est e surQ et gi =g,
X X.
k

af ~+00 a(zukJ 400 a
Si Zuk CVSsur Q et, VK = Q compact, Vie 1,n ,Za—k CVU sur K,Z:uk est ' sur Q et ka:; = z auk
X k=0 i k=0 OX;

La CVU sur les compacts des différentielles entraine celle des DP, donc la validité du théoreme

| f =Zanz” SEderayon>0 f estC de différentielle : df, (h+ik) = (h+ik) f'(z,)

f :R"x[a,b] > R® de classe @ = F : (X, X.) |—>jb £ (X, X, D)t est €

f:R?2>C, €. u,ve (RR)=F:xis ju”((:)) f (x,t)dt est &,

v(x)

avec F'(x) = f (x,v(x))v'(x)— f (x,u(x))u'(x) +Iu q(x,t)dt

) OX

Compléments : gradient, divergence
(E,{(])) eve, QouvertdeE,acQ, f :Q—> R diffena

Jlu E tel que : f (a+h)— f(a) =(u|h)+0o(h), u est le gradient de f ena et est noté %fa

U est défini indépendamment des bases.

Si (ej...e?) estune BON de E : §fa :Z%a Chaine : %(f %) :(§fa | 7)

i=1 i

n

La divergencedef enaest: divf, =trdf, = Z%(a) dans la base can.
i=1 1

IV. Accroissements finis
Q ouvert de E de dim finie (R"...), f:Q— F de dim finie (R"...)
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Suppf @, (a,b) e Q® tq[a,b]cQ Alorsf(b)—f(a)= j:df(l_t)a+tb (b—a)dt

Si E est euclidien : f (b) — f () = jﬁf (A-t)a+th)-b—adt

Mémes hypotheses : | f (b) - f (a)]| <[b— a||tsgpl)]|||df(1t)aﬂb

f @ sur Q= localement lipschitzienne sur Q

Q connexe, df identiquement nulle sur Q = f constante

f ¢ abut réel =360 <[0,1] tq f (b)— f (@) =df .. (D—2)
Utile: Montrer une inégalité entref (a ), + f (b ), etf (a +b ), — Différentielle, AF

V. Difféomorphisme, inversion locale

Q,Q' ouverts de E,F evn.f :Q — Q' est un €' —difféomorphisme lorsque :

1) f est de classe € 2) f réalise une bijection de Q sur Q' 3) f " est de classe @

1) et 2) ne suffisent pas : f : x> x%, f " non &

Les @' —difféo se composent et s'inversent.
f: Q> Q' estun € —difféo (Q = ) = E et F sontisomorphes (df ,, odf, = Id_...)
=> En dim finie, dimE =dimF SiE=F=R",VaeQ,DJ,(a)=0

E,F de dim finie

/IHP//

Inversion locale globale : Q ouvert de E, f € @(Q,F), ae Q. Supp df, e Isom(E, F).
Alors il existe un voisinage ouvert U — Q de a, et un voisinage ouvert V deb = f (a)
tel que f (U) =V etf induise un €' —difféo de U surV

Pour R", la condition devient DJ, (a) #0

Wmei oy ouvert de R”, f e @ (Q,R"). SivaeQ,DJ, (a) %0, f estune application ouverte

Qouvertde R", f bijde QsurQ'= f(Q).Sif est@ et VaeQ,DJ, (a) %0,

alors f est un @ —difféo de Q sur Q' et Q' est ouvert

Seul le dernier corollaire est au programme : il redonne l'inversion locale

| Mg f loc.inj:r tq Vxe E(O, r),

df, —ld[|<1/2...

Probleme de la réciproque : il peut y avoir plusieurs réciproques locales  ~— L—)&

Changement de variable ¢ dans les intégrales multiples : Si A = (D), IA f =.[D f DJ, |..

Points isolés : inversion locale + méthode variationnelle
fiR" >R" € tq: V(X Y).|f () - f(X)|=|x-y|= f ¢ —difféo de R" sur R"
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Surj.def : X > Y : f(X) ou bien classes a droites — ouvert, fermé + connexité

VI. Dérivées partielles d’ordre supérieur
QouvertdeR",F evn,f :Q—>F

ik

: : : : , 0" f o o'f
On définit les dérivées partielles successives (si elles existent) par réc. : —————=—| —— |= &),
O, ..0%  OX | OX .0 n

f est de classe @ lorsqu'elle admet des dérivées partielles continues jusqu'a I'ordre k

C(Q, F)={f :Q> F declasse @} est un R —ev et une R —algébre si F =R, stable par composition

Sif:Q— Q' estun C —difféo de classe €, alors f * est de classe € (Rec : jacobiens et comatrice)
q 2 2 o 2 62 f 62 f
Schwarz : Sif estdeclasse @ surQ, VaeQ, V(i,j)e Ln °, (@)= (a)
OX, 0X; OX, 0%,

Traduction : sik > 2, les opérateurs ai @ (Q, F) - €“H(Q, F) commutent C*(QF) =" (2 F)
X.

i keN
Pourn=2, en (0,0) IAF avec A(X,Y) = f(x,y)— f(x,0)— f(0,y)+ f (0,0) —xy o'f (0,0), majoré par | xy|, idem o'f
axdy dyox
F evn de dim finie, f € @*(Q),F)
. o’ f
F =R. La hessiennedef enxest:H,(x)= (x)
OX;OX; '
e 2 . " by o* f ‘(h o
Taylor : ¢(t) = f (a+th) est défini et @° au vois. de 0. @"(t) =ZZhihj e (a+th)= |:|H, (@) :|siF=R
i=1 j=1 X 0X; hy h,

(a,h)eQAxE tq[a,a+h]c Q= f(a+th)- f(a)-df, (h)= Z Uolaizafx (a+th)dt]hihj

i,jeln
F=R f(a+h)= f(a)+df, (h) +%tth (a)h +0(||h||2) (exacte pour poly de deg < 2)

Equations aux dérivées partielles — Changements de variable, jacobienne...

sind rcosé@

Coordonnées polaires : U : (r,0) > (rcosé,rsind) J, (r,0) =[°°59 ’”"‘6] DJ, (r,0)=r

—> Inversion locale sur R*xR  Q =]0,+oo[x]— 7, z[, U est un " —difféo de Q sur X = R* \ (R~ x{0})

Q' ouvertde X, f e (Q"R),g=foU a—(‘:lzqcoséuﬂsiné?, a—(‘:lz—irsim9+ﬂrcos¢9
or ox oy 06 OX oy
2 2 2 2
Gradient: Vf =a—gur(6?)+la—gug(t9) Laplacien : Af = 0 z +6 Z _2 §2]+18_g+128 %
or r oo ox° oy or® ror r°of

Coordonnées sphériques : f : (r@, ) — (rcosgsind,rsingsingd,rcosd) DJ, (r,0,¢)=r’sind

cosgsing rcosepcoséd —rsingsind
Jf(r,H,go): sinZsinH rsinzcose rcos;sinﬁ f @1—d|fféo de ]0,+CO[X]0,7Z'[X]—7Z',7Z'[ SUFRS\(R7 X{O}XR)

cosd —rsin@ 0

HA f(x, y)dxdy=HD f (rcos@, rsin@)rdrd o mA f (x, y, z)dxdydz :mD f(r,0,p)r?singdrdod o
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