Mathématiques — cours : Chap 28 : Fonctions de plusieurs variables

Chap 28 : Fonctions de plusieurs variables

Quand E sera un espace vectoriel, ce sera un R —espace vectoriel

I. Introduction a la topologie

E un ensemble. Une distance sur E est une application d € §(ExE,R ) vérifiant :
—V(x,y) e E? d(x,y)=d(y,x) (symétrie)
—V(x,y) e E? d(x,y)=0 y=x (séparation des points)
—V(x,y,2)eE® d(x,z)<d(x,y)+d(y,2) (inégalité triangulaire)

(E,d) est alors un espace métrique

) ) ExE—->R .
(E,N) espace vectoriel normé. d est une distance
(X,y) > N(x-y)
RT R, 1 R" SR,
E=R" vp>1 N, ) n B N, % sont des normes
o U L B
n j=1
0 E— ESR,
E=c([ab],R) Vp>1 N, b 1 =1 f i sup | f (t)| Sont des normes
fo([1tor ) Sl

(E,d) espace métrique aeE,r>0
La boule ouverte de centre a et de rayon r est B(a,r) ={ye E/d(y,a)<r}

La boule fermée de centre a et de rayon r est B(a,r)={y e E/d(y,a)<r}
QeE OnditqueQestouvertdansEsi VaeQ,3r>0tqB(a,r) cQ

VYaeE, Vr >0, laboule ®(a,r) est ouverte
Une union quelconque d'ouverts est un ouvert
Une intersection finie d'ouverts est un ouvert
& est un ouvert et E est un ouvert

(E,T)ouT ={Q c E, Q ouvert de E} avec les propriétés ci-dessus définit une topologie

| Preuve : pour l'intersection, on prend le min des rayons possibles pour avoir une boule dans chaque ouvert

: . . 11
Une intersection quelconque d’ouverts n’est pas tOU_]OUfS un ouvert : ﬂ:|——,—|: I{O}
neN

F c E (E espace métrique) F estfermési E\F estouvert

YaeE,Vr > 0,&(&, r) est fermée
& est fermé, E est fermé
Une union finie de fermés est un fermé

Une intersection quelconque de fermés est un fermé
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(E,d) espace métrique (u,),.s €E" 1€E Onditque lasuite admet comme limite | si
Ve>0,3N, eN,vn>N,, d(u,l)<e (cad u, eB(l,¢))

(u,), €EY  Si(u,), admet une limite, alors celle ci est unique On dit que (U, ), converge vers |

N, et N, deux normes sur E On dit que N, est équivalente a N, s'il existe («, f) e R’ tq
Vv eE,aN, (V) <N, (v) < SN, (v) C'est une relation d'équivalence

N, et N, deux normessurE Sida>0tqVveE, N,(v)<aN,(v)=VaeE,Vr>0,%,(a,r)c%®(aar)
%,_J %/_J

pour N, pour Ny

N, et N, deux normes équivalentes sur E définissent les mémes ouverts (donc la méme topologie)
N, et N, deux normes équivalentes définissent les mémes suites convergentes :

V(u,)eE",VleE, (u,), converge pour N, ssi (u,) converge pour N,

ac E Unvoisinage de a est un ouvert de E contenant a

(U,),. € E" converge vers | € E ssi VV voisinage de |, il existe n, e N tq Vn> N,,u, €V

Q2 est un ouvert ssi QQ est un voisinage de chacun de ses points

Ac E Il existe un unique plus grand ouvert inclus dans A : c'est I'intérieur de A, noté A

Il existe un unique plus petit fermé contenant A : c'est I'adhérence de A, noté A

(E,d) espace métrique Ac E On a équivalence entre :
(i) xe A
(if) Vr >0,3a € AnB(x,r)
(iii) YV voisinage de x,dJac ANV

(iv) 3(a,),.y € A" tq lima, =x
n—>+0

Preuve : (i) = (iv) 1 =~ ,a. egs(x,lj (i) = (ii) contr. : Ir >0,Va e A a g B(x,r)
n n

= AcF, =E\®(x,r) fermé > A (ii) = (i) contr: x¢ A= x e E\ A ouvert = 3r > 0,®(x,r) " A= &

(E,d) espace métrique Ac E VX € E, on a équivalence entre :
(i) xe A
@ii) Ir>0,8(x,r) c A
(iii) 3V voisinagede x,V c A

V(AB)cE AcAcA AcB={_ _
A= Assi Afermé

ACE A=AssiAouvert |A=A AUBCAQB
AcB

A=A ANBc ANnB
La frontiere de Ac E est Fr(A) =6A= A\ A

Ac E estdensedansE si A=E
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On a équivalence entre : — A estdense dans E
- V%, €E,Vr>0,%(x,r)mnA=J
— VX, €E,3(@,),.y € A" telle que lim a, =X,

N—+00

K < E est compact si on peut extraire de toute suite (U,), € K" une sous-suite convergente dans K

Un compact K est nécessairement fermé

Preuve : On prend (U, ) € K" CV vers x, € K, K compact = ss-suite CV dans K + unicité limite

(E,N) evnormé. On dit que Ac E est borné si 3R > 0 tel que Ac %(0¢,R)

(E,N) evnormé. Si K — E est compact, alors K est borné

X, ——1=d(x,,1)—=—0 X, =51 = N(X,)—=—=>N(l)

n

E ev de dim finie, de base B, = (g,...e,), munide lanorme N, :ijej > max | x; |
. jeN
j=1 1el,

Pour cette norme, toute partie fermée bornée de E est compacte (FAUX en dimension infinie)

Preuve : N =1= Bolzano—Weierstrass ne N : On construit des ss-suites CV pour chaque &; + K = K

I1. Fonctions continues

Dans le reste du chapitre, (E,d,) et (F,d,) sont deux espaces métriques

f € $(E,F) estcontinueenaecE si: Ve >0,30 >0 tel que f (% (a,0)) cB,(f(a),¢)

< Ve>0,36>0telque VxeE, d,(x,a)<o=d,(f(x),f(a)<e

< VYV voisinage de f (a) dans F,3W voisinage de a dans E tel que f (W) cV
Critére séquentiel : f e §(E,F),acE

—f continueena= V(x,), €E", limx =a= lim f(x,)=f(a)
N—+o0 n—+00
—f est continue en a ssi V(x,), € E" tel que lim x, =a, (f(X,)),y CV

Preuve : <= contr.: f non €° ena,3x e%(a,%) tqd(f(x,),a) >£:>{y2" RN a, (f(y,)), noncv

2nil — M

f € §(E,F) est continue sur E si elle est continue en tout point de E. On a équivalence entre :
(i) f continue sur E

(i) VQ ouvert de F, f *(Q) est ouvert dans E
(iii)VG fermé de F, f *(G) est fermé dans E

Preuve : (i) = (ii) Q ouvertde F = 3(f (a), p) c Q, €° = 5 > 0,%(a,5) = f (@(f (@), p) = f ()
(i)= ()acE, ¢ >0,aeV, = f “(@(f(a),E)ouvert= & >0/%H(a,8) cV, = f (B(a,5)) < B( (a),é)

(E,N_) evn de dim FINIE, f € £(E, F) est nécessairement continue de E dans F (et méme lipschitzienne)

(E,d) métrique, C°(E,R) ={f € §(E,R) continue} est une sous-algébre de §(E,R)
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E ->R e, (R) ->R

/MR L est continue = det n
! ijej > X A=(q;);; - det(A) = zg(a)Hajam
j=1 j=1

e,

est continue

Gl (R)=d te'(R*) est ouvert dans 9r, (R)

L'image d'un compact par une application continue est un compact

On dit que (E,d) est complet si toute suite de Cauchy (x,), € E" est convergente (dans E)

II1. Cas de la dimension finie
Dans cette partie, E est un R —ev de dimension finie

%, =(e,...e,) base de E,N_ la norme associée YaeE,Vr > O,E(a, I) est compacte

P, =(e,...e,) base de E, N la norme associée. Soit N une autre norme sur E. Alors N et N sont équivalentes

jeN, Vv =V

Preuve : *N (V)SiN(xjej)=i| X; IN(e;) S(iN(ei)Jsu 19, |= KN, (v) *¢{(E’ N,)—(E,N)

S=S"(0,1)={ve E,N_(v) =1} borné, fermé (mq suite cv € S"...) = Compact ¢ C° = ¢(S) compact

eS= L)
N, (u) N, (u)

>k

Mg 3k > 0, € p(S),N(v) > k p.abs (k === 0_ e p(S),imp) =
n

Toutes les normes sur un R —ev de dimension finie sont équivalentes

(E,N),(F,N,) evnormés de dimension finie, N, une autre norme sur E :
— les compacts de E sont les parties fermées normées
—(x,), € E" (X,), ——=s—1 € E pour N ssi (x,),——=—1€E pourN,
—f e§(E,F) f continue sur (E,N) ssi f continue sur (E,N,)
— toute application linéaire ¢ : (E,N) — (F,N,) est continue
— tout sev F de dimension finie est fermé dans E
— tout (E, N) ev normé de dimension finie est complet

(E,N,) = (E,N,)
Vv =V
(i) 3k >0,vv e E,N, (v) <kN, (v)

N,,N, deux normes. On a équivalence entre : (i) p=1d; :{ continue

Preuve : (ii) = (i) N, (p(u) —p(v)) = N, (U-v) kN, (u-v) = k—lips. ()= (ii) ¢ ¢°,Q=B, (0,1)
V

N, (v)

= ¢ *(Q) ouvertds (E,N,)=r/ By, (0.r) = P (Q)=Vv=0.,u :% < B, (0,r)= N,(u) <1..

(E,d,),(F,d,),(G,d,) esp. métriques, f € §(E,F),g e$(F,G),f c® enaetgc®enf(a)=gof c’ena

IV. Continuité de fonctions de plusieurs variables

E =R" muni d'une norme quelconque, Q sera un ouvert de E
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QcR", feS(QR), a=(a..2,)eQ, r>0tqad, (a,r)cQ

- o . . o |Jla-ra+r[ >R
On appelle i*™ application partielle de f en a 'application f
X - f(a..a,,x,a,.4a)

i+1"""~n

f € §(QQ,R) est continueena=(a,...a,) e Q= VieN,, f' estcontinueen g,

/\ La réciproque est fausse /!\

. . R . ) 1.1 . [rcosé
Méthodes pour montrer la (dis)continuité : prendre soit une suite | p.ex.| —;— , Soit ing
g~ rsin

e §(Q,RP) est continue enaeQ ssi f,...f e F(Q,R) sont €° ena (prendre N,)

Q>R
Vi T (v) = (f,(v)...T,(v))

f,...f, sont les applications coordonnées de f

QcR", C%Q,RP) estunsevde§(Q,R") @°(Q,R) est une ss-algebre de §(Q, R)

V. Dérivées partielles, différentiabilité
Q cR" ouvert, norme |||| surR", f e 5(Q,R)

_5,65[>R
f eF(QR),ac, r>0tqd(ar)cQ,heR{0..} s=—" o=
R [ t — f(a+th)

On dit que f est dérivable en a selon le vecteur h si ¢, est dérivable en 0.

On note D, f (a) = ¢, '(0) la dérivée de f ena selonh

% = (e,...e,) base canonique de R",(X,...x,) coordonnées d'un vecteur dans &. f € §(QQ,R),acQ

On dit que f admet une j° dérivée partielle en a si S—f(a) =D, f(a)=¢, '(0) est défini
X j j
J

f admet une j° dérivée partielle en a ssi I'application partielle f' est dérivable en a : (;i(a) =(f")'(a)
X .
J

f peut admettre des dérivées partielles en a et ne pas étre continue en a

f estde classe @ sur Q sif admet des dérivées partielles en tout point de Q et que celles ci sont continues
fe@(QR),a=(a..a)cQ,r>0tq%, (ar)cQ,

vh=(h..h)es, (0,r) f(a+h)=f (a)+zn:§f7(a)x hy +[xz(h) o lim &(h) =0

i

Preuve : (dim 2:)f(a+h)— f(a) — "palier" f (a, +h,a,), f?:tr> f(a,+h,t)eD'(Ja, -r,a, +r[,R)

of of
TAF :c, tqd(a,,c,)<h, /A =f(a, +h,a,)— f(a):g(aﬁhl,cz)xhz, Idem, ¢, tq A :&(cl,az)h1

f(a+h)—f(a)—%(a)xhl—%(a)xhz + jhjoo

of of
&(Cl’az)_&(a)

< Nw(h)ﬂg(a1 + hl,cz)—%(a)
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aeQ,r>0tgd(a,r)cQ  f estdifférentiable enasidpe £(R",R)
tel que Yh e 3(0,r), f (a+h) = f(a) + ¢(h) +||h||g(h) ou Ihir’rgg(h) =0

@ est appelée différentielle de f en a et notée df (a) ou df,,

Une fonction @' est différentiable en tout point de Q, et Yae Q, df (a) :h— Z:(;i(a)hj e £(R",R)
X

=1 X

O £R",R)

, mais of seul n'a AUCUN SENS
a>df (a)=df,

df aun sens:df{

f e §(Q,R) diff. enaec Q= f admet des dérivées selon tout vecteur en a, et Yhe R", D, f (a) = df,, (h)

f diff. ena= f admet n dériv. part.en a (;i(a) =df,(e;) df,:h>D,f(a)= Zgi(a)x h,
X - X .

J j=1 i

f € F(Q,RP) est de classe €' si chacune des f; € §(Q,R) app. coordonées I'est

C A . . of
Chaque f; admet lui-méme n dérivées partielles, et a—(a) eR’
Xk

f eF(QR®) declasse ¢, aeQ,r>0/%(a,r)cQ. Vhes(0,r),f(a+h)=f(a)+ > h, STf(a)+||h||g(h)
k=1 k j’j

h
La jacobienne de f ena : Jac(f)(a) = Mat,, (df,,) = (sf—i(a)} €I, (R) =df, (h)=Jx|:
X .
j ieN, jeN, h

n
| >R 0

dér.surletVt, el:g'(t,) = df,y(to) (') = Z%(y(to)) X7, t,)

f e@(QR), yeC(l,R)= g{tH £ (1) ory

Prewve: 5/ f (y(t, +8)) = F (r(t,))+d 1, F (57 (t,) + 65, (8)) + |67 '(t,) + 5%, (8)]| £ (h) ..

La condition f différentiable en a= y(t,) et y dérivable en t, est suffisante pour ce théoreme

UcRY QcR"f eC(QR"),pec (U,Q), (¥,..Y,) et (X...x,) les coordonnées dans R et R"

= fopeC(U,R"), etVjeN,,vheU %;@(b):zn:i((o(b))xaayﬂ(b):df,(p(b)(d(o,b(fj))

j =gz j
Cestadire, VbeU,vveR*, d(f op), =df, , odg,

On a la méme propriété en remplacant tous les """

f eR",R)= f estC etVaecR", df, = f
R" >R
On note dx; = ¢, [

par des "différentiable"

f eF(Q,R) diffenac Q= df, = zafT(a)dxj

%

Xn

Jac(f = @)(b) = Jac(f)(¢(b)) x Jac(¢)(b)
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U,QcR" deux ouverts. f € @ (Q,R"). f estun " —difféomorphisme de Q sur U si
f est bijective de Q surU etf ™ est @' de U sur Q = df,, e GI(R"), et (df )" =d(f ™),

R* /L, Rz \ ’0 ! R
{ K-mml - {(x.0).xeR .} est un € —difféomorphisme,

(r,0) > (rcosé,rsin )

o (X, y) | /X +y*,2arctan L
X+ X +y°

Jac(o)(r,0) (C"Sa ‘”inej 1o =| sy || ety | FF BF
o)\r,0)=| . (1) O0)=1 sIn CoS Qo
sing  rcosd Y szz szz

ﬂ(r,e) = cos&i(r cosé,rsind) +sin Hﬂ(rcose, rsin @)
or OX oy

=] f O¢ o
i(r,é’) =—rsin eﬂ(r cosd,rsinf) + rcosei(r cosd,rsinfd)
00 OX oy

—h)

f e (Q,R)

VI. Dérivées d’ordre supérieur

Ox.

o [ of o f o na s . of . . o* f o* f
On note — = laj® dérivée partielle de — (si elle existe), et =—
J OX;OX; OX, oX,0x;  OX;

OX, :
Si df :a > df,, est différentiable : d*f,, =d(df),, € &(R",£(R",R)) ={f bilin de R"}

f €@ (Q,R) avec Q c R" est de classe @* si elle admet n* dérivées partielles d'ordre 2
en tout point, et que ces N’ fonctions sont toutes ° sur O

- o°f  o°f
f e@(Q,R)= V(i j)e[Ln]’, -
c ( ) ( J) < |I ]] axiaxj aXJ.aXi

Preuve: A,, = f(a+hb+k)— f(a+hb)—f(ab+k)+f(ab) ¢y f(a+hy)-f(ay)

of

f ¢ =EAF:c,, /A, =¢'(c,)xk =(%(a+ h,ch’k)—%(a,ch,k)jk ¢ = EAF ¢, t

o f 2 An  0°f
A= == @,.C ) xh|xk fe'= I|m (a,b) Idem avec y, : x> f(x,b+k)— f(x,h)

oxdy Thk oxdy

. . A R o’ f . .
Si elles existent, on définit de méme ﬁ (I'ordre est important, sauf si f est de classe C")

fe@®(QR)ouQcR" VaeQ, laHessiennedef ena:

2
Hess(f)(a) = (86 af J f est @ = Hess(f)(a) est symétrique
VG hen,?
.. azf 2 2
v(i, ), (@) =0"f,,(e;,6) = Hess(f)(a) = Marc,, (d" )
OX,OX

i
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VII. Etude d’extrema

f € §(Q,R) différentiable sur Q ouvert de R". Si f a un extremum local enae Q,df,, = OS(R" R")

Si on recherche les extrema de f sur A quelconque, cette condition n'est valable que sur A

Dans tous les cas, il faudra valider les candidats (max, min, point selle...)

On montrera plus tard : Toute matrice symétrique réelle M € 91t (R) est diagonalisable en BON

cad 3P €9, (R) et D matrice diagonale telle que M = PDP™ = PD'P

f e €*(QR) ot QcR” a point critique de f (df, =0, . )
2 A 0
H = Hess(f)(a) sym = (w,,w,) BON tq @lwc(%w?)(d f.)= 0 A

det(H) < 0= point selle det(H) =0= Inconnu
2
tr(H) >0 ou 0 I (a2) > 0= minimum
det(H) >0 = a;‘f
tr(H) <0 ou g —(a) <0 = maximum
X

CLE)

™ df,, (h) = (Vf (a) | hy

%(a)

f € C(QR) avec Q e R" Grad(f)(a) = Vf (a) =

VIIIL. Equations aux dérivées partielles

QcR"/Q= H | javec les Ij intervalles de R.

j=1

;I =0}={f eC(QR)/V(X..X,) €, f(X..X,) =h(X...X,_,) avech e@l[ljlj,RJ}

n

{f e (QR)/

2 2
Equation des cordes vibrantes : { f e @*(R? R) /aa—:—%t—:z 0} = { fi(x,y)> A(X+y)+B(x-y)/ABe @1(R,]R)}
X

Méthodes : passage en coordonnées polaires, changement de variables pour se ramener a prod. croisé...

Q>R

f e@®(QR)avecQcR" Le Laplacien de f : Af n, 5% f
a Y —(a)

171 OX;

En coordonées polaires : |Af = =
r- o6

Ea

2 £ rs 2 £
_9 f(r,6)+%%(r,0)+ LT o) (ouf:(r.0)> f(rco §,rsing))
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