Mathématiques — fiche : Chap 24 : Déterminants

Chap 24 : Déterminants

Soit KK un corps de caractéristique différente de 2

I. Formes n-linéaires alternées

Soitne N*

E,..E, et F n+1K —espaces vectoriels

n
f :H E; — F estapplication n—linéaire si elle est linéaire par rapport a chacune de ses variables

j=1
3 i E,—>F I
cad: V] e|Ln|, V(a,),.; est linéaire
jeftn]. ¥(@).., x> (a8, X,a;,,...a,
On dit que f est une forme n—linéairesi F =K
n

E, »K
Exemple fondamental : Vj e[Ln], ¢, € &(E,,K)  f1 "

04-x) = [,

est une forme n—linéaire

Onseplacedanslecasou E, =E,=...=E =E

n

f e §(E",K) forme n—linéaire. f estalternéesiV(a,..a,)eE", Vjzk, a,=a = f(a..a)=0
f e §(E",K) forme n—linéaire. f est antisymétriquesiVoe© ,f(a,y--a,)=¢(0)f(a..a,)

. . . E" > K
Sif estune forme n—linéaire surE, si c € ©_, on note o« f
(X, ) > f (X, Xor)
o-f esttoujours n—linéaire, et f antisymétrique ssi Vo e© , osf =¢(o) f
f forme n—linéaire surE, (o,7) € @nz

re(oef)=(r00)f
f forme n—linéaire

f est antisymétrique ssi pour toute transposition 7€ &, 7of =—f

f forme n—linéaire

f est antisymétrique ssi f est alternée

Preuve : Sif antisym, on prend a; =a,, on les permute,onaf(a..a,)=-f(a..a,) =0

Sif alternée, on prend a, +a; enk eten j, on développe (linéarité), on retrouve 7+ f =—f

L'espace des formes n—linéaires sur E est un sous espace vectoriel de F(E",K)

A" (E,K) ={formes n—linéaires aternées sur E} est un sev de I'espace des formes n—linéaires

E" > K
E de dimn et de base 3, det% n

Ve Vp) = E(U)ﬁaa(j)j (v;=>a,8) engendre A™(E.K) (de dim 1)
j=1

e,

j=1
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Preuve: n—lin: f(v,..v,) = Z Haijjf(eil...ein) =i, =>f(e.6)=0>0€eC,
(ip-in)eN, j=1
fv.v,)=> (Hac(mJ f (€, q)-€m) = (Z g(a)Haa(j)jJ f(e..e)
oe® oe@ j=:

Mq det, e A"(E,K) 0:(v,..v )HHaa(m H(pa(l)(v ) n—lin d'apres |'exemple fondamental

=1 j=l
+T€ @n,r-det@0 = avec le fait que o et 7 sont bij, on arrive a ce qu'on veut

Pour toute base &, de E, det, € A"(E,K) det, (%)=1
@, basedeE, f € A"(E,K) f="f(e..g)det, =f(R)det,
B et B, basesde E  det, =det, (%) det,

By

basedeE F =(v,..v,) famillede E
det, (v;..v,) =0ssi F =(v,..v,) estliée

dety =0 ssi F =(V...v,) est une base

Preuve : Supp F liée:v, = Zaivi On dvp par n-lin., on trouve =0 par antisym
j=k

& &,
=(e-€) (V) €E"Y, Za” . Onnote det, =|: :
an]_ cee a

nn

II. Déterminants de matrice et d’endomorphisme

& &
Ao, (K) A=), 0 det(A) =| : =D 8(0‘)Haam |
al’ll o ann O-E@
pe L(E) %, =(e,...e,) base de E det, (p) =det, (p(e,)...0(e,))
%, base de E de dimn A =Mty (v,...v,) = det(A) =det, (v;..v,)

A =9, () = det(A) =det, (p)

K —evdedimn f e 2(E) d te(f) dans une base B ne dépend pas de la base choisie.
On le note det(f)

E" - K
Preuve : Deux bases, det,(f)=det_ (%,)-det, (f) o n lin, alter
* a0 e (vp...v,) = det, (F(v,)...F(v,))
@ =p(%)-det, det, (f)=det, (%) p(®) = det, (%)) -det, (B)-p(e,..€,) =det, (f)

Deux matrices semblables ont le méme déterminant
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det(f og) = det(f)xdet(g) det(AB) = det(A) x det(B)

| Preuve : Soit un des deux n’est pas bijectif = 0, soit les deux sont bijectifs = base sur base

A e, (K) estinversible ssi det(A) =0 det,g, () estun morphisme de groupes : det(A™) = .

det A

det(l,) =1 det(diag (e, ...2,))) :f[aj

II1. Résultats utiles pour le calcul de déterminants

A=(C,..C,) Opérations usuelles:

-C < C(i=)) det(C,... C; ... C; ..C,)=—det(A) (e(r)=-1)
i pos  J° pos
-C, «C, +Zaka det(C,...C, +Zaka...Cn) =d t(A) e (det n-lin et alterné)
k=1 k=1
k=i k=i
- C, «aC, det(C,...aC,..C,) = adet(A) (n—1in)

(Aussi valable pour les lignes)
— det(C,,--.C, ) = &(o) det(A)
— det('A) = det(A)

Preuve : d t¢'A) = Z 8(0)Hajo(1) = Z g(O-)Haa‘l(o(j))cr(j) = Z g(O-)Hao’l(k)k + bij
=1 =1 k=1

e, e, e,

A e, (K) triangulaire : det(A) = Ha” (preuve : par I'absurde)
j=1
A|B ;
M = oIcl det(M) = det(A) xdet(C)
pq

Preuve : Nécessairement, pour qu'il n'y ait pas de zéro, O\[1p] € © ,» donc O\[p+1n] bij aussi...
Al .. * n
M=|: - : det(M) =] Jdet(A))
0 - A j=1

Aecdr, (K)  OnnoteA; la matrice extraite de A en éliminant la i° ligne et la j* colonne.

det(A) = i(—l)i+j a,; det(A ;) = i(—l)i+j a;; det(A ;) (sionfixeieN, oujeN,)
i=1 j=1

Preuve : Utiliser n—lin pour développer par rapport a chaque E; de la colonne j

Effacer toute la ligne du E, correspondant. Permuter lignes et colonnes : (—1)i+j
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Quand une ligne ou colonne a beaucoup de 0, on développe par rapport a cette ligne / colonne

On appelle comatrice de A € 91, (K) : com(A) = ((-1)" det(A j ))(i el
‘(com(A))x A= Ax(‘com(A)) = (det(A))x I,
Preuve : Diagonale : Z(tcom(A))ji a; = Z(—l)j+i det(A;)a; =det A Sinon, 0 par antisym
i=1 j=1

a_ 1
AeGl (K)= A" = det(A)( com(A))

a ¢ 5 1 d -c
A= Al=
b d ad —bc\-b a

Matrice de permutation: c € &, P = (5(,(]-”)(i Defunp det(P,) =¢(o)
1 X, )(12 Xln_l

Déterminant de Van der Monde :VdM (x,..x.) =[} @ : e H(Xk - X;)
1 x x> ... x"t i<k

| Preuve : On en fait un polyndme en mettant des X dans la derniére ligne, nécessairement les X; sont racines...

rg(A) =1ssi les colonnes sont toutes colinéaires

| =[Ln],J =[Ln] Matrice extraite de Ae 9, (K) A :

matrice obtenue en conservant les lignes de | et colonnes de J

rg(A) est la taille du plus grand déterminant extrait non nul

KcL (AB)eax, (K) A est semblable a B dans 91, (L) = A est semblable a B dans 91, (K)

IV. Polyndmes caractéristiques
La suite est au programme de spé

Pour tout 4 € K, on définit P, (1) =det(A—- Al )
P, est de degré n, a pour coefficient dominant (-1)", P, (0) = det(A), son terme en X" est (=1)"" tr(A)

Les valeurs propres de A sont les racines du poyndme caractérique : A est valeur propre de A< P, (1) =0

A=9a(f,) est diagonalisable ssi A=QAQ ™ ou A estdiag= A- A1, =Q(A-11,)Q" = P, =P,

n p
Si A est diagonalisable, P, =P, = [ [ (#; - X) = [ («; - X)"
=1 =1

dlm(Eaj )=mult, (a;)ou «; valeur propre et Eaj espace propre associé
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pe L(E) a; valeur propre Eaj =ker(p—a;ld) Les (Eaj) sont en somme directe

Preuwve: Ve E, N(QE, ) V=2V, =V, w=> Vv, =0, =¢' (W) =0 =D a/'v, VAM #0=v=0,
i=1 j=1

j=k j=k

p

@D E, =E ssi ¢ est diagonalisable

j=1 i

0 - - 0 a
10 -+ 0 a n-1 :
Matrice compagnon : (a,...a, ,) € K" A=lo 1 - : : P, =(-1)" (X" —Zan N
0 &, i=0

peL(E) Si @ a un vecteur totalisateur w alors % = (W, @(W)...p" " (W)) est base de E
f € £(E) SiP(f)=0,4,, toute valeur propre de f est nécessairement racine de P
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