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Chap 2 : Corps des nombres complexes

I. Cetécriture algébrique

Idée de la construction : on munit R? de deux LCI :

(X y)+ (X, y)=(x+X,y+y’) (X, y)x (X', y) = (Xx'= yy', Xy + yx’)
R? munit de ces deux LCI forme un corps commutatif : C

On note i =(0,1)

R—>C . N
Q est un morphisme de corps injectif : R < C
X+ (X,0)

L'ensemble des imaginaires purs : 3=1R ={xxI,x € R}={(0, x),x € R} RnNn3I=Y

Pour tout X € C, il existe un unique (a,b) € R tels que z=a+ib : c'est I'écriture algébrique de z

On définit le conjugué de z ‘z=a-ib

Z1+71'=7+1'" Ix1'=1x1' 1=1<1€R 1=-1o1€3F 1z=a’+bh’cR, (ouz=a+ib)

Pour toutz e C, le module dez=a+ib est: |z|=Vzz =+/a? +b?

V(z,2)eC? |zz'|Hz||z'| |z]z0<z2=0, |zFz<zeR,
- 1z -
|Re(2) <] z| e z+2=2Re(2)
|z+ 2"z +2Re(z2")+]|2'| lz|-|z2'|Klz+z2'|< 2| +| 2]

Preuve: |2+ 2'={z+z|x|z+z|H z]? +2Re(zz)+|z']

Re(zz) <l zz'|H z||z|=|z+2' Pz +2| z|| 2| +| 2 Pl z+ 2 P< (| 2] +] 2'))?
lzHz-z2+z2'Klz-z'|+|z2'|=|z|-|2' K z- 2|

Deméme |z'|-|z|K|z-2'|<||z2'|-|z|g z-2'|

II. U et écriture géométrique

On définitU={zeC,|z|=1} (U, x) est un groupe
Pour tout 8 € R, on pose e =cos@+isind e C

est un morphisme de groupes de (R,+) dans (U,x)

(R,+) —(U,x)
"6 > e
Il est surjectif de R dans U, mais n'est pas injectif : V8,0'e R, ¢p(0) =p(0") < 0 =0"+2kx(k € Z)

VOeR,VneN ef=—=¢" e" = ()"

Pour tout z € C*, il existe un unique p € R’ et & € R (unique mod 27) tel que z = pe"

Cette écriture est appelée écriture géométrique de z, et [la classe de] #mod 2 est I'argument de z
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Soit @ plan (affine euclidien) muni d'un repére ortonormal (O,T, ])
C —>Q
) __. _ _ estune bijection de C dans ¢
Z=X+1y—> M telque OM =Xi+VY]
Pour tout M €9,z =¢p(M) est appelé I'affixe de M, on note z = Aff (M)

| z| représente alors la norme de OM, et 6 =arg(z) = (i, OM)[27]

Vz,2'e C*  arg(zz")=arg(z)+arg(z")[2r] arg (%) =—arg(z)[2x]
zeR < arg(z) =0[r] z eS@arg(z)s%[zz]
AB.C,Deco\{O} 1z, = Aff (A),z, = Aff (B), . = Aff (C), z, = Aff (D) arg[g] — (AB, AC)[27]

Zg —1Z, Zg —1Z,

B ZA

Z. —1Z Z. -1 Z.—2
A,B,C alignés < arg(quO[ﬁ] Q[MJ eR  ABC triangle rectangle @(—C AJE 3

II1. Racines niémes

2irk
Onpose U, ={zeC,z" =}={e " ,k €[0,n—1]} I'ensemble des racines n-iémes de I'unité

n-1 2izk
(U,,x) est un sous groupe de (U,x) X" —1:H[X —-en j (racines du polynéme X" —1)
k=0
Zil % n-1 1_a)n
j=e? (Racine 3° de l'unité) ®, =" (n> 2):2‘60k = a3 =0
k=0 -

n>2 P(X)=X"-1=(X -1)Q(X) avec Q(X)=nixk

2izk
z, racinen®™ (n>2)deaeC*:z2"=az=2€ ", ke[0,n-1]

Re(z%) = Re(a)

. i—
Racines carrées de a = pe" : i\/;e 2 ou systéme : 1 Im(z?) = Im(a)

|z’ a|
Solution de az® +bz+c=0: &% =b*—-4ac
- b+
*5° =0=> 1 solution z, _b *5% # 0= 2 solutions : 25
2a 2a

La notation v/& (a € C) n'a AUCUN SENS
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IV. Transformations géométriques

¢ est un plan affine euclidien muni d'un repére orthonormé 9{=(O,T, ])

—>C

f :9 — 9 application de @ dans 9. L'écriture analytique de f est: f
z=Aff(M) > z'=Aff(f(M))

- 2 ¥ Ve . . . |C—>C
veR’, o= Aff(v)  L'écriture analytique de la translation t. :t. :
I+
. . - . ~[C>C
Ecriture analytique de h homothétie de centre Q (d'affixe w) et de rapport & e R*: h
I a(z-w)+o
C->C

Ecriture analytique de r rotation de centre Q (d'affixe w) et d'angle 8 e R : ”
I e (z-w)+w

Une similitude du plan est une application f € §(2,9) tel qu'il existe 1 € R tel que, pour tout (A,B) € ?
d(f(A), f(b))=4d(A,B) A est le rapport de la similitude

Elle est directe si elle préserve I'orientation : VA,B,C € 9, (E,TC) =(f(A)f(B), f(A)f(C))[2r]

| Voir Chap 29 : Géométrie affine

- [C>C
f € §(2,9) d'écriture analytique f { a7 +b (a,b) € C*xC est une similitude directe de rapport |a|
Z—>az+

—a=1= f estune translation de vecteur v avec Aff (v) =b

—a#1l= f admet un unique point fixe Q2 d'affixe 1L etf s'écritf =hor=rohavec:
-a

I rotation de centre Q2 et d'angle arg(a)

h homothétie de centre Q et de rapport |a|

C->C -
S{ — estI'écriture analytique de la symétrie d'axe (O, i) : elle conserve les distances
I Z

et les angles non orientés, mais inverse |'orientation

p
G=Bary{(A.a,),je[L pJtavec D a, 0=z, :%ZajzAj
=L

28"

j=1

C(QR)={M e ?,MQ=R}={zeC,|z-w|=R}

(AB)//(CD) <2 —%¢ c R

B A
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